
TD 22-23 : Polynômes : généralités et racines Indications

Degré, dérivation

1 ⋆⋆ Soit n ∈ N. Trouver les degrés et les coeffi-
cients dominants des polynômes suivants :

P = (X +1)n − (X −1)n Q = (X(1−X))n

2 ⋆⋆ Déterminer tous les polynômes P tels que

P(2) = 6, P′(2) = 1 et P(n)(2) = 0 pour tout n ≥ 2.
Lorsqu’on dispose d’information sur un polynôme et
de ses dérivées en un même point α , c’est souvent du
Taylor qui est caché !

3 ⋆⋆ Résoudre les équations suivantes, d’incon-
nue(s) P,Q ∈K

[
X
]

:

1) Q(X)2 = XP(X)2

2) P(X2) = (X2+1)P(X)

3) P◦P = P

4) XP = P′

5) P = XP′

6) P = P′P′′

Raisonner sur le degré et/ou le coefficient dominant
pour limiter les polynômes possiblement solutions.

4 ⋆⋆ Soit P∈K
[
X
]

. Déterminer le degré de P(X+
1)−P(X) en fonction du degré de P.

5 ⋆⋆ Soit f : R→ R définie par f (x) = ex. Mon-
trer que f n’est pas une fonction polynômiale.
Raisonner par l’absurde. Ensuite, il y a plusieurs mé-
thodes possibles. On peut par exemple utiliser la déri-
vation, ou faire une réécriture et regarder une limite en
+∞...

6 ⋆⋆ Soit (Pn)n∈N∗ la suite de polynômes définie
par :

P1 = X −2 et ∀n ∈ N∗ Pn+1 = P2
n −2

Enfin, pour tout n ∈ N∗, on note an, bn et cn les coeffi-
cients de degré 2, 1 et 0 de Pn.

1) Pour tout n ∈ N∗, exprimer an+1, bn+1 et cn+1 en
fonction de an, bn et cn.

2) Déterminer le coefficient de degré 0 de Pn, puis le
coefficient de degré 1 de Pn.

3) Déterminer le coefficient de degré 2 de Pn.

On peut éventuellement utiliser les formules qui
donnent les coefficients d’un produit de polynômes.

Divisibilité de polynômes

7 ⋆⋆ Déterminer p,q ∈ R pour que X3 + pX +q
soit divisible par X2 +X +1.
La division euclidienne !

8 ⋆⋆ Soit A=

 1 0 −1
−1 2 −1
0 0 2

 et n≥ 2 un entier.

L’objectif est de calculer An par une nouvelle méthode
dite du “polynôme annulateur”.

1) Calculer A2 puis déterminer deux réels α,β tels que
A2 +αA+β In = 0. On dit alors que le polynôme
P = X2 +αX +β est un polynôme annulateur de
A.

2) Quel est le reste de la division euclidienne de Xn

par X2 +αX +β ?

3) En déduire An.

9 ⋆⋆ Soit A,B ∈ R
[
X
]
. On suppose qu’il existe

Q ∈ C
[
X
]

tel que A = BQ. Montrer que Q ∈ R
[
X
]

(au-
trement dit, si B divise A dans C

[
X
]

alors B divise A
dans R

[
X
]

).
Invoquer l’unicité de la division euclidienne.

10 ⋆⋆ (Classique !) Soit P ∈K
[
X
]

et a,b ∈K avec
a ̸= b.

1) Déterminer le reste de la division euclidienne de P
par (X −a)(X −b).

2) Déterminer le reste de la division euclidienne de P
par (X −a)2.

Écrire le reste sous forme développée en utilisant ce
qu’on sait sur son degré. Puis regarder l’autre informa-
tion que nous donne la division euclidienne.
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PGCD, PPCM

11 ⋆ Soit a ∈ R et P(X) = X3 − 3X + a, Q(X) =

X2 −1. Déterminer selon a le PGCD de P et Q.
Utiliser l’algorithme d’Euclide.

12 ⋆⋆ On pose

A = X5 +3X4 +2X3 −X2 −3X −2

B = X4 +2X3 +2X2 +7X +6

Déterminer A∧B puis un couple de coefficients de Bé-
zout pour A et B.

13 ⋆⋆ Soit n ∈N∗. On pose A = Xn+1 et B = Xn−
1. Déterminer A∧B et A∨B.
Bézouter.

14 ⋆⋆⋆ (Un grand classique) Soit m,n ∈ N∗.

1) On suppose que m | n. Montrer que Xm −1 | Xn −1.

2) Montrer que si la division euclidienne de n par m
est donnée par n = mq + r, alors la division eu-
clidienne de Xn − 1 par Xm − 1 est donnée par
Xn −1 = (Xm −1)Q+(X r −1) où Q un polynôme
que l’on précisera.

3) Montrer que (Xm −1)∧ (Xn −1) = Xm∧n −1.

Conséquence de la question 3 : m∧n = 1 si et seulement
si (Xm −1)∧ (Xn −1) = X −1.
S’inspirer du corrigé du DS 5.

Racines et factorisation

15 ⋆ Déterminer les solutions des systèmes sui-
vants (les inconnues sont prises dans C) :

1)

{
a+b = i
ab =−2 2)


a+b+ c =−2
ab+bc+ ca =−1
abc = 2

Pour le second système, on pourra développer le poly-
nôme P = (X −a)(X −b)(X − c).
On peut aussi directement utiliser les relations
coefficients-racines

16 ⋆ Pour tout n ∈ N∗, déterminer la multiplicité
de la racine 1 pour le polynôme

P = nXn+1 − (n+1)Xn +1

Utiliser une des caractérisations pour connaitre la mul-
tiplicité d’une racine. Laquelle est la plus simple pour
ce polynôme P ?

17 ⋆⋆ Montrer que 1 est racine triple de

P = X5 −2X4 +X3 −X2 +2X −1

En déduire une factorisation de P dans R
[
X
]

.
Si 1 est racine triple de P, on peut en déduire qu’un
certain polynôme divise P, ce qui est la première étape
vers sa factorisation.

18 ⋆⋆ Soit P = 8X3−4X2−2X +1. Trouver les ra-
cines de P sachant que la somme de deux de ses racines
fait 1.
Utiliser les relations coefficients-racines

19 ⋆⋆ Pour tout n ∈ N, on pose

Pn := 1+X +
1
2!

X2 +
1
3!

X3 + · · ·+ 1
n!

Xn

Montrer que Pn n’admet pas de racine multiple.
Raisonner par l’absurde. Que signifie qu’une racine est
multiple en termes de multiplicité ?

20 ⋆⋆ Soit P = X3 −6X +m avec m > 0. Détermi-
ner les valeurs de m telles que P admette une racine
double. Quelle est l’autre racine ?
Noter α cette racine double, et utiliser une caractérisa-
tion pour en déduire ce qu’elle doit vérifier.

21 ⋆⋆ Soit P ∈ R
[
X
]

tel que pour tout n ∈ N, on a

P(n) = n2. Montrer que P = X2.
Que peut-on dire du polynôme Q(X) = P(X)−X2 ?

22 ⋆⋆⋆ Soit T > 0 et P ∈ R
[
X
]
. Montrer que si

la fonction f : x 7→ P(x) est T -périodique, alors P est
constant.
On pourra considérer la fonction g : x 7→ P(x)−P(0).
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23 ⋆⋆⋆ Déterminer tous les couples (p,q) ∈ C2

tels que P = X3 + pX +q admet une racine double. Dé-
terminer dans ce cas toutes les racines de P.
Que doit vérifier α ∈ C pour être une racine double ?
Faites bien la ou les disjonctions de cas qui s’imposent !

24 ⋆⋆⋆ Soit P =
n

∑
k=0

akXk ∈K
[
X
]

.

1) Montrer que pour tout k ∈ J0,nK, P(X)−X divise
P(X)k −Xk.

2) En déduire que P(X)−X divise P(P(X))−P(X).

3) En déduire que P(X)−X divise P(P(X))−X .

2 Avec P =
n

∑
k=0

akXk, remarquer que P(P(X)) =

n

∑
k=0

akP(X)k

25 ⋆⋆⋆

1) Déterminer les polynômes Q ∈ R
[
X
]

tels que
Q(X +1)−Q(X) = X

2) En déduire les polynômes P ∈ R
[
X
]

tels que : ∀k ∈

N
∫ k+1

k
P(t)dt = k

1) Raisonner par analyse-synthèse et obtenir une ma-
joration du degré de Q.

2) Poser Q un polynôme tel que Q′ = P.

Polynômes d’interpolation de Lagrange

26 ⋆ Déterminer le polynôme d’interpolation de
Lagrange P tel que

1) P(1) = 2, P(2) = 3 et P(3) = 6.

2) P(1) = a, P(2) = b et P(3) = c avec a,b,c ∈ C.

27 ⋆⋆ On cherche tous les polynômes P ∈ R
[
X
]

tels que P(1) = 2, P(2) = 3 et P(3) = 4

1) Déterminer le polynôme d’interpolation de La-
grange qui vérifie ces conditions. On le notera L(X)
dans la suite.

2) Soit P une solution quelconque du problème. Que
peut-on dire du polynôme P−L en termes de ra-
cines ?

3) Conclure, en précisant le raisonnement utilisé.

1) Astuce : par unicité du polynôme d’interpolation
de Lagrange, si on trouve un polynôme de degré
≤ 2 qui vérifie les conditions, alors il s’agit de L(X) !

3 Raisonner par analyse-synthèse, et remarquer que
P−L vérifie nécessairement trois relations de divi-
sibilité par ce qui précède.
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